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1. INTRODUCAO

A analise da complexidade de um algoritmo é se-
gundo Aho e Ullman /AHO 74/ o coragao da Ciéncia da Computagao.

Varias medidas de complexidade de um algoritmo sur-
giram historicamente, mas sem divida uma das mais importan-
tes é a medida de tempo /COO 83/. Esse trabalho tratara da
complexidade de tempo de algoritmo, usando o termo comple-
xidade, simplesmente.

A complexidade de um algoritmo em muitos casos
nao depende sb do tamanho da entrada, mas de certas pro-
priedades da entrada, como por exemplo no problema de or-
denar uma lista de nUmeros. Ordenar uma lista em que quase
todos seus elementos estao ordenados, nao requer O mesmo
esforgo necessario para ordenar uma lista de mesmo tamanho,
mas com os elementos em grande desordem. Neste caso convénm
estudar a complexidade do caso médio, que & a mé&dia ponde-
rada da complexidade de cada entrada possivel e a probabi-
lidade de sua ocorréncia. A complexidade do caso médio po-
de ser mais significativa que a complex1dade no pior caso,
como no estudo de algoritmos de procura heuristica, em Inte
ligéncia Artificial. Para esses algoritmos o pior caso ten-
de a ser pessimista, todo algoritmo tem um caso em que fun-
ciona de maneira muito enificiente. Além disso & dificil de
finir limites precisos do pior caso, sendo uma analise pro
babilistica mais natural /HUY 80/. Seguidamente, entretan-
to, encontrar a distribuicao probablllstlca, para as instan
cias, que melhor se adapta ao caso, nao & facil, pois a dis
tribuicao pode mudar de maneira 1mprev151vel com O tempo,
dificultando a andlise da complexidade média. Além disso es
sa analise nao nos diz coisa alguma sobre o comportamento de
um algoritmo para uma instancia particular. Neste trabalho
sera analisado somente a complexidade no pior caso, que por
simplicidade serd chamada s6 complexidade.

A identificacao de P(conjunto dos problemas re-
solviveis deterministicamente por algoritmos de complexida-
de polinomial) como a classe dos problemas trataveis tem si
do, em geral aceita /CO0 83/, apesar de mnalqnnhmnO(n 000y
ser um algoritmo bem ruim, um problema que nao possui algo
ritmo polinomial certamente & intratadvel.

Outras classes importantes de problema sao: NP,
conjunto dos problemas resolviveis nao deterministicamente
por algoritmo de complexidade polinomial e NP-completo, con
junto de problemas NP com a propriedade adicional de que
a existéncia de algoritmo polinomial e deterministico, que -
o resolva, implica em P = NP (P NP trivialmente).
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O fato de existirem centenas de problemas na clas
se NP-completa fortifica a conjectura de que P # NP.

A pertinéncia de um problema a classe NP -comple
ta & segundo Cook /COO 83/, para efeito pratico o limite
inferior de complexidade do problema, o qual pode ser in-
terpretado como intratavel.

Existem muitos problemas NP - completos na area
de otimizagao, Teoria dos Grafos e de Pesquisa Operacional.
Os algoritmos conhecidos que os resolvem sao portanto de
complexidade nao polinomial, o que torna-os impraticévels
para instancias grandes. Felizmente muitas apllcagoes que
requerem solugcbes para esses problemas nao exigem uma solu
cao exata. Baseados nesse fato osprojetistas de algoritmos
desenvolveram novos métodos de solugao de problemas, que en
contram as solugdes aproximadas, esses métodos sao chama-
dos algoritmos aproximativos ou heuristicos.

As duas principais classes de algoritmos aproxi-
mativos sao: uma que garante sempre uma solugao prox1ma da
solugao procurada e outra que produz uma solucao otima ou
quase otima, quase sempre /WEI 77/. Essa segunda & a clas-
se dos algoritmos probabilisticos de grande utilidade em
Criptoanalise. Este trabalho tratara somente da primeira
classe de algoritmos, que serao chamados pelo nome genéri-
co de algoritmos aproximativos.

2. ALGUMAS DEFINICOES

Todas definic¢Oes apresentados nessa secgao sao
baseados nos trabalhos de /GAR 79/ e /HOR 78/.

Um problema de otlmlzagao comblnatorlal pode ser
um problema de mlnlmlzagao ou maximizacao e & caracteriza-
do por uma terna constituida por um conjunto de instancias,
uma fungao candidata e uma funcao valor de solucgao.

Assim, se m & um problema de otimizacao, entao
= (Dﬂ, S s m“), onde D_ & o conjunto de instancias de ;

S, é a fungao que associa a cada instancia I € D, um con-
junto finito S“(I) de candidatos a solugao para I; e m_ fun

cao que atribui a cada instancia I ¢ Dy e cada candidata
a solugao ¢ e § (I) um nimero racional positivo m (I,0), cha

mado valor solugao para ©.
Seja mum problema de otimizacgao (mlnlmlzagao/ma—

ximizagao), uma solugao Qtlma para uma instancia I e D
uma candldata a solucao o* ¢ S“(I) de melhor valor, i.

[01X ()Y

tal que para todo o eSﬂ(I), mn(I,o*) < mg(I,o) (mg(I,o*)
m_ (I, o). E chama-se OPT(I) a mW(I,o*).

| v

Um algoritmo A & dito um algoritmo aproximativo
para um problema w = (D,, S,, m,) sss para qualquer ins-
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téncia I ¢ D_, A encontra 0 ¢ S_(I) uma candidata a solu-
cao. E se diz que A(I) = m“(I,c

Um algoritmo A tal que para toda instancia I €
D“,A(I) = OPT(I) & dito algoritmo de otimizagao para w.

3. MEDIDAS DE QUALIDADE DE ALGORITMOS APROXIMATIVOS

Os algoritmos aproximativos produzem uma aproxi-
magao da solucao exata, mas entao & preciso quantificar es
ta proximidade, para medir a qualidade do algoritmo.

Sejam w um problema de minimizacao (ou maximiza-
cao), I uma insL51c1a de w(I € D) e A um algoritmo aproxi
mativo para w, a razao R (1), qualldade de A para I, é de-
finida por

(1) = 9BT(I)

_ A(I)
A(T)

OPT(I)
a gqualidade absoluta de A, Ry €& dada por:

(ou R

R, (I) A

A

R, = inf{r >1 /"'Ry(I) < r para toda instancia IeD }

e de qualidade assintdtica R, & dada por

A

RZ = inf{r > 1 / para algum N ¢ Zf, R,(I) < r para todo
I ¢ D, satisfazendo OPT(I) > N}

Muitas aplicacoes exigem uma qualldade minima pa
ra aceltagao de um algorltmo. Esta exigéncia & posta como
requerimento de exatidao e > 0, apartir dos quais sao de
finidos esquemas aproximativos. E usado o termo esquema,
porque para cadae & definido um algoritmo Ae

Dado um problema w, um esquema aproximativo & um
algoritmo A tal que dado um requerimento de exatidao e, de
riva um algoritmo A tal que para uma instancia I e D ’

R, (I) <1+ €.

A
€

4, EXEMPLO

Para ilustrar & apresentado aqui um algoritmo apro
ximativo para o Problema do Minimo Equivalente em Grafos
(MEQ) , esse algoritmo & devido a J. L. Szwarcfiter /SZW 85/.

Problema MEQ: "dado um digrafo D, encontrar o me

30{ subgrafo gerador de D que 'preserve sua alcangabilida:
e".
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-

Este problema & NP-dificil. O algoritmo aproxima
tivo de J. L. Szwarcfiter tem R, < 2.

4.1 - Algoritmo
O algoritmo foi desenvolvido para digrafos forte
mente conexos, mas uma modificacao & sugerida para adequa-
-lo a digrafos nao fortemente conexos.
Algoritmo
entrada: D = (V,E)

1. C«f; i « 1;

2. Escolha arbitrariamente um ciclo Cl em D e faca

3. Dl <« Cl; C « C U {nodos de Cl};

4. Enquanto C # V faca

5 Apartir de v encontre w em D e P(v,w) t.q. v, w e C e
6. exceto pelos extremos v e w, P(v,w) nao contém

7 nodos de C;

8 Ci+l < P(v,w) + um caminho de w a v de Di'

9+ Diyy ¢ DBy F G

10. C «C U{nodos de C,
i+l
11. i <i+ 1;

12. fim-enquanto

};

13. fim-com-saida: Di

Se o digrafo nao & fortemente conexo, aplique o
algoritmo para cada componente fortemente conexo e depois
inclua as arestas (si, s.) de D, sendo s, e s. nodos de

componentes fortemente aonexos diferentes.
4.2 Complexidade do algoritmo

A linha 2 tem complexidade 0 (max{|V]|,|E|}).Na 1i
nha 5, apartir de v & construido um caminho P(v,w), até atin
gir um nodo w e D. Neste 'caminho cada aresta de D & conside
rada no maximo uma vez. A complexidade total do algoritmo
& entao 0 (max{|V|,|E|}).

4.3 Qualidade do algoritmo

Quanto a qualidade do algoritmo se pode conside-
rar dois casos:

Caso 1l: D fortemente conexo
A saida do algoritmo, Dj, & o digrafo constitui-

do dos ciclos Cl' C2, eeoy Ci' O primeiro ciclo Cl cobre



PANEL’'86 EXPODATA . 159

n, > 1 nodos e tem n, arestas. Cada ciclo subsequente Cj

1< 3j <i, cobre ny > 1 novos nodos (n3ao cobertos ' por Cyr
C2, oy Ci
tencentes a ciclo algum entre C;, C,, ..., Cj—l'

—j) e tem precisamente n., + 1 arestas ndo per-

i
I n, = |V]
j=1 ; _
1
E o numero de arestas de D, & (I n.+1)-1 =
1 j:l J

i .
i+ n.-1
=lr?

i+ |v| -1

<2 |vl -1
Entao a solugao encontrada pelo algoritmo aproxi
mativo é S < 2 V - 1, enquanto a solugdo 6tima & S* > |V]
_ S 2|v|-1
Logo Ry = gx < 7 < 2

Caso 2: D nao & fortemente conexo

Se o digrafo nao & fortemente conexo as arestas
que conectam os diferentes componentes ocorrem na solucgao
aproximada, na mesma freqfiéncia que aparecem na solucao exa

ta, portanto a relagao R, < 2 se mantém.

5. RESULTADOS CORRELATOS

Algoritmos aproximativos resolveram satisfatoria
mente muitos problemas, mas para outros problemas nao foi
possivel obter-se um bom algoritmo aproximativo, outros ain
da possuem algoritmos pseudopolinomiais. Neste sec¢ao es-

tas questoes sao consideradas.

5.1 Problemas que nao admitem algoritmo aproximativo poli-
nomial

O problema do Caixeiro Viajante & um dos mais co
nhecidos problemas NP-completos e pode ser definido assim:

Problema C V: Seja um conjunto finito C = {cyc o
c,} de cidades e dley, cj) e z% a distdncia entre as cida
des c; e cj € C. A questao & achar o menor percurso para O

Caixeiro Viajante, que saindo de uma das cidades visite to
das as outras cidades exatamente uma vez e retorne a cida-
de de origem.
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Este problema, interpretado na Teoria dos Grafos
consiste em achar um circuito hamiltoniano de custo mini-
mo, para o grafo G = (V,E), onde V=C conjunto de cidades
e E, o conjunto de arestas, & definido como o conjunto de
todos pares (Ci’ cj) tal que d(ci, cj)'< v, d da o custo

de cada aresta e o custo de um caminho em G & a soma dos
custos de cada aresta do caminho.

Através da Programacao Dindmica & possivel proje
tar um algorltmo para o problema CV com complexidade

o(n2 2™ /TOS 86/ que é bem melhor que o algoritmo trivial
que o enumera os n! permutacoes dos n nodos do grafo. Mas
seria interessante se obter um algoritmo aproximativo de
complexidade polinomial. Infelizmente a existéncia de tal
algoritmo implica em P=NP /GAR 79/.

5.2 Transformacao Polinomial

Dados dois problemas NP-completos T, € My, M PO
de ser transformado polinomialmente em LEY segundo o dia-
gfama abaixo e o algoritmo A, que resolve T, pode ser usa-

do para resolver m

1°

dados dados solucao solucao

de ™ | transt. de ™2 algoritmo para T | transf. para Ty
polinomial de A, polinomial

Assim, se L tem algoritmo polinomial que o re-

solva, m também tem.

Logo, & de se esperar que se T, tem um algoritmo
aproximativo A! de tempo polinomial, o mésmo mé&todo gere um
algoritmo aproXimativo polinomial, Ai, para . Infelizmen
te isto nao acontece.

Sejam os dois seqguintes problemas de Teoria dos
Grafos:

Problema do Maximo Conjuﬁto Independente (MCI):
Dado um grafo G = (V,E), V' < V & um conjunto independente
se Vu, v € V (u,v) ¢ E. Um conjunto maximo independente &
um conjunto independente Vmax tal que para todo conjunto
. v ot
independente V! V' &£ Viax”

Problema da Cobertura de Vértices Minima (CWM): Da
do um grafo G = (V,E), V'< V & uma cobertura de vértices
de G se V (u,v) € E, u ¢ V' ou v e V'. Cobertura de vérti-
ces minima & uma cobertura de vértices V nin tal que para

toda cobertura de vértice V', V' ¢&V’in.
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Estes dois problemas: MCI e CVM sao NP-completos
estao intimamente ligados da seguinte forma: se G=(V,E)
um grafo e V' —« V & maximo conjunto independente de G,
- V' & uma cobertura de vértices minima para G. Entretan

o problema MCI nao possui algoritmo aproximativo com
< « enquanto que para o problema CVM tem algoritmo apro
Ximativo com RA < 2 /GAR 79/.

Para exemplificar como a transformacao que pre-
serva a otimalidade de uma solugao nao necessariamente pre
serva a qualidade de uma solucao aproximada /GAR 79/ apre-
senta o seguinte caso: suponha que se tem um grafo G=(V,E),
com 1000 vértices (|v| =1000), a cobertura de vértices mi
nima para G tem 490 vértices e o algoritmo aproximativo 2,
para o problema tem R, < 2 portanto a solugao encontrada
pelo algoritmo, V' & %aT que |V'| < 980. Usando a transfor
magao entre os problemas apresentada antes (maximo con-
junto independente = V - V'), chega-se a seguinte razao:

+ < OV
EFJO

_1000-490 _ 510 _
Ry (I) = 1500-980 20 - 25/5

5.3 Algoritmos pseudopolinomiais

A complexidade de um algoritmo é calculada em
funcao do tamanho da entrada, mas entao depende da codifi-
cacao da entrada. Um nlmero k codificado em binario & re-
presentado por L}OgZEJ + 1 digitos. Esta codificacao é tra

dicionalmente aceita e uma codificagao em uma base maior
que dois & também aceita porque nao altera a grandeza da
complexidade do algoritmo, i.é& se no primeiro caso, um al-
goritmo é de complexidade polinomial ou exponencial, conti
nua sendo polinomial ou exponencial se a base de codifica-
cao for alterada para uma base maior. Mas se for utilizada
a representacao unidria. O resultado nao & o mesmo. Este en
foque propicia a definicao de outros problemas.

Um algoritmo A é dito de complexidade pseudopoli
nomial, quando sua complexidade é polinomial para o tamanho
da entrada, quando a entrada & codificada em unario.

Un problema NP-completo que admite algoritmo pseu
dopolinomial & dito "NP-completo fraco". Existem também
problemas cuja possivel existéncia de algoritmo pseudopolino-
mial implica na igualdade P=NP. Esses problemas sao chama-
dos "NP-completos forte". O problema do Caixeiro Viajante
é NP-completo forte /GAR 79/.

Um exemplo de problema pseudopolinomial & o pro-
blema da particao /GAR 79/.

Existem problemas cujos valores dos dados de en-
trada crescem polinomialmente com a quantidade de dados,
nesses casos um algoritmo pseudopolinomail & na verdade um
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algoritmo polinomial e se o problema & NP-completo &  NP-
-completo forte. Um exemplo, & o problema do circuito Ha-
miltoniano: a entrada & um grafo G(V,E), o maior valor de
um dado, entdo, n3o necessita exceder de n = |V| ou m = |E|
e a quantidade de dados & max {m,n}, mesmo se codificada em
unario /SZW 84/.

Um resultado interessante foi obtido por Ibarra
e Kim, que converteram um algoritmo pseudopolinomial para
0 problema da Mochila num algoritmo aproximativo com uma
perda limitada de exatidao /GAR 79/.

A idéia & utilizar um método de desenvolvimento
de algoritmos aproximativos que Horowitz em /HOR 78/ chama
de "rouding", que consiste em dada uma instancia de um pro
blema de otlmlzagao encontrar outra instancia tal que a so
lugao 6tima do segundo interpretado na instancia original
é uma boa aproximacao da solugao da instancia original. E
a solugao Otima da instancia modificada & obtida em tempo
polinomial. Esse método pode ser aplicado a qualquer pro-
blema de otimizacao do tipo: Calcular

n n

max I p.X, restritod Za,.x, <t 1<3j<n, x5 =0
x j=1 1+ 1 i=1 ij 3

oul, 1<4i<n, p,,a,.> 0.

i ij —
6. CONCLUSOES

Muitos problemas importantes, de grande aplicabi
lidade sao NP-completos, portanto os algoritmos conhecidos
que os resolvem sao ineficientes, assim duas alternativas
se apresentam:

- Evitar a procura exaustiva, fazendo uma esco-
lha inteligente, evitando solucoes parciais que certamen-
te nao levam a uma solugdo total. Nesse sentido & muito Gtil
a técnica de desenvolvimento de algoritmo Programagao Dina
mica /TOS 86/ e /HOR 78/. -

- Para problemas de otimizagao, ao invés de pro
curar a solugao otlma, procurar uma boa solugao em um tem
po razoavel i. & procurar um algoritmo aproximativo. Duas
técnicas sao usadas para projeto de algoritmos aproximati-
vos. Unaconsiste em construir iterativamente conjuntos de
solugoes parciais, dividir o dominio das solucgoes parciais
em intervalos, escolher uma bolugao em cada 1ntervalo, até
alcancar uma solucao total na vizinhanga (tao proxima quan
to se queira) da solugao Stima. Outra é modificar a instan
cia original de maneira a, em tempo polinomial encontrar a
solugéo otima da instancia modificada, que deve ser uma boa
aprOY1manao (tdo boa quanto se queira) da solugao Stima da
instancia original /HOR 78/.
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Através de algoritmos aproximativos muitos pro-
blemas, como o exemplo da secgao 5, estao satisfatoriamen-
te resolvidos.

Infelizmente existem também os problemas que nao
admitem bons algoritmos aproximativos em tempo polinomial,
a nao ser se P = NP, como o problema do Caixeiro Viajan-
te apresentado na seccao 5.1. Assim o problema de achar um
algoritmo aproximativo pollnomlal de qualidade assintoti-
ca limitada para o .CV & entao também um problema intrata
vel. Para o problema de coloracao de grafos nao se conhece
algoritmo aproximativo com qualidade absoluta limitada (R
< ),

Outros problemas, ainda, estao numa classe meio
nebulosa, como o de decidir se duas expressoes regulares sao
equivalentes e o de decidir se uma dada palavra é gerada
por uma certa gramatlca sen31vel do contexto. Esses proble
mas sao NP-dificeis, i. & sao reduziveis polinomialmente a
problemas NP- completos. Como problemas NP- -dificeis tem a
propriedade de nao serem resolvidos em tempo polinomial a
nao ser se P=NP, mas nao se sabe se sao eles, problemas NP
ou nao /WEI 77/. Ou problemas como: decidir se dois grafos
sao isomorfos, ou dado um inteiro, saber se ele & primo.
Esses sao problemas NP, mas nao foi possivel reduzi-los po
linomialmente a um problema NP-completo, nem se conhece
algoritmos polinomiais que os resolva.

Esforcos estao sendo dispendidos no sentido dees
tender os resultados positivos obtidos na drea, como trans
formar um algoritmo pseudopolinomial em um algoritmo apro-
ximativo polinomial, com perda limitada de qualidade; apli
car técnicas de otimizagao para melhorar algoritmos apro-
ximativos e transformar algoritmos aproximativos, para apli
ca-los a outros problemas. Nem sempre, entretanto, os re-
sultados sao os esperados. A existéncia ou nao de algorit-
mos aproximativos de qualidade assintdotica limitada parece
nao respeitar o fato de muitos problemas estarem intimamen
te relacionados por uma transformagdao polinomial, nao sen-
do possivel usar a mesma transformacao para transformar um
algoritmo aproximativo para um problema em um algoritmo apro
ximativo para o outro, sem perda consideravel de qualida-
de, como no exemplo da secgao 5.2.

No fracasso de uma tentativa de alcangar um re-
sultado positivo (como encontrar um bom algoritmo aproxi-
mativo, ou transformar um algoritmo pseudopolinomial em um
bom algoritmo aproximativo, ou ...) & tentado provar que
este resultado =06 poderd ser atingido se P=NP. Alcancada es-
sa prova, o caso & considerado fechado.

Na area de Escalonamento de Tarefas muitos sao
os problemas NP-completos /GAR 79/, /HOR 78/, /PIN 83/. Al
goritmos aproximativos podem ser claramente a melhor solu-
cao, como por exemplo para o problema de encontrar o esca-
lonamento Otimo de tarefas com penalidades, no caso em que
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o custo em tempo de computador necessario para encontrar a
solucao 6tima excede a maior penalidade.

Para outros problemas os algoritmos aproximati-

vos nao tem uma vantagem tao clara, mas para instancias re
lativamente grandes sao a Gnica solugao viavel.
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